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DSL arithmétique

Definition (Reveilles (1991), Kovalev (1990))
La droite discréte arithmétique (DSL) standard est :

D((a, b), 1) = {(x,y) € Z* | 0 < {(a,b), (x,)) + pu < [|(a, b)II, }
ol

> (a, b) est le vecteur normal,

> —b/a est la pente,

> 1 est le décalage.

D((-3,8),0) D((—2,7),0)



Plan discret arithmétique
z

Definition (Forchhammer 89 and Reveillés 91)
Le plan discret standard est :

PN 1) = {x € Z2 | 0< (N,x) + u < N[}

ou

» N est le vecteur normal,

> 1 est le décalage.




Plan discret arithmétique

Definition (Forchhammer 89 and Reveillés 91)

Le plan discret standard est :

[0 < (N,x) +p < [IN[|:}

={xeZ

P(N, u)

ou

» N est le vecteur normal,

> L est le décalage.




Structure d'une droite discréte

» Notation : X = (x, N) est la hauteur du point x,
» D((—3,1),0) ={x € Z* | 0 <X < 4},

x1 X1 X1 X1 x|

oMW



Structure d'une droite discréte

» Notation : X = (x, N) est la hauteur du point x,
» D((—3,1),0) ={x € Z* | 0 <X < 4},

x1 X1 X1 X1 x|
[ T}
oMW

» Vecteurs de Bezout :u=v =1,

> Si det([ :: ]) =1 alors v — u engendre {x € Z? | X = 0}.



Structure d'un plan discret

N=(1,2,3), P(N,0)={xeZ|0<X<|N[:}







Structure d'un plan discret

{xeZ|0<x<|N|}

N =(1,2,3), P(N,0)
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Structure d'un plan discret

{xeZ|0<x<|N|}

N =(1,2,3), P(N,0)

[

» (v—u) et (w—u) engendrent {x € Z* | X
+N

0},



Probleme principal

Etant donné un prédicat répondant a la question :
“Est-ce que que le point entier x € P(N, ) ?”

Calculer trois vecteurs de Bezout u, v, w linéairement indépendants.
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» On souhaite une approche aussi locale que possible.
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Probleme principal

Etant donné un prédicat répondant a la question :
“Est-ce que que le point entier x € P(N, ) ?”

Calculer trois vecteurs de Bezout u, v, w linéairement indépendants.

» On souhaite une approche aussi locale que possible.

» Sachant trés bien que c’est impossible. . .

» Hypothese :
> |IN||oo est borné par. . .disons. . . MAXBOUND.
> NeN} ob Ny =N\ {0}.
> pged(N) = 1.



L'algorithme en une image




Elément de base de I"algorithme

Entrée :

» Un prédicat P pour le plan discret P(N, 1)
» Un point x € P.

Definition (Systeme)

> Un systéme est un quadruplet & = (o,u,v,w) € (Z3)*.
> Un systeme est dit valide si

» 0,0 +u,0+v,0+wEP,

La normale du systéeme & est le vecteur
N(S)

=(v—u) X (w—u)

» [nitialisation :

S = (0, e, &, €3). |l faut pour cela trouver un “coin” o ol
se positionner pour commencer.

> Sortie : G est valide tel queu=v=w=1.



Elément de base de I"algorithme

Entrée :

» Un prédicat P pour le plan discret P(N, u),
» Un point x € P.

Definition (Systeme)

> Un systéme est un quadruplet & = (o,u,v,w) € (Z3)*.
> Un systéme est dit valide si :
> 0,0+ u,0+v,0+wéeP, W

> u,v,w >0, u

I: normale du systeme & est le vecteur
N(S) :=(v—u) X (w—u)

> Initialisation : & = (0, e1, &, €3). |l faut pour cela trouver un “coin” o ol

se positionner pour commencer.

> Sortie : G est valide tel queu=v=w=1.



Elément de base de I"algorithme

Entrée :
» Un prédicat P pour le plan discret P(N, u),
» Un point x € P.

Definition (Systeme)

> Un systéme est un quadruplet & = (o,u,v,w) € (Z3)*.
> Un systéme est dit valide si :
> 0,0+ u,0+v,0+wE€P,

w

> u,v,w >0, u

I:a normale du systeme & est le vecteur
N(S) :=(v—u) X (w—u)

> Initialisation : & = (0, e1, &, €3). |l faut pour cela trouver un “coin” o ol
se positionner pour commencer.

> Sortie : G est valide tel queu=v=w=1.



Opérations

Definition
Une opération est une fonction A : (Z3)* — (Z*)* telle qu’étant donné
(o, u’, v, w') = X ((0,u,v,w)), il existe une matrice M, satisfaisant :

u u
vV | =My| v
w’ w

Definition
Une opération X est valide sur un systéme valide & = (o, u,v,w) si

> (o',u’,v/,w’) = \(S) est un systéme valide,

» 0o >0,




Opérations

Definition
Une opération est une fonction A : (Z3)* — (Z*)* telle qu’étant donné
(o, u’, v, w') = X ((0,u,v,w)), il existe une matrice M, satisfaisant :

u u
vV | =My| v
w’ w

Definition
Une opération X est valide sur un systéme valide & = (o, u,v,w) si
> (o',u’,v/,w’) = \(S) est un systéme valide,

» 0o >0,

La terminaison de I'algorithme est triviale car o croit a chaque itération et
o€ Pimlique 0 <0+ u < ||NJ1.



Opérations locale

Ne considérent que les 6 points 2u, 2v, 2w, u + v,u + w, v + w.

2w
[ 8

(abus de notation : 2u — 0 + 2u )

Toutes les opérations
des vecteurs u, v, w.

sont exprimées par rapport a une permutation o




Opérations locale

Ne considérent que les 6 points 2u, 2v, 2w, u + v,u + w, v + w.

2w
[ 8

(abus de notation : 2u — 0 + 2u )

Toutes les opérations sont exprimées par rapport a une permutation o
des vecteurs u, v, w.

Lemme
Etant donné o € P et deux vecteurs x,y tel quex > 0 ety > 0,

o+xcEPeto+yg P —




Opérations locale

Ne considérent que les 6 points 2u, 2v, 2w, u + v,u + w, v + w.

2w
[ 8

(abus de notation : 2u — 0 + 2u )

Toutes les opérations sont exprimées par rapport a une permutation o
des vecteurs u, v, w.

Lemme
Etant donné o € P et deux vecteurs x,y tel quex > 0 ety > 0,

o+xcEPeto+ty¥¢dP — Xx<¥y




Translation

» Préconditions pour Tiq :
» {0+2u,0+u+v,0+u+w}eP.

» Opération Tig :

o =0+4+u
!
u =u
, Mr, =1d
v =v
/
w =w

Lemme
T, est valide sur un systéme satisfaisant ses préconditions.




Brun

» Préconditions pour Biq :

> {0+ 2u,0+u+v}eP
> {ot+u+w}t¢gP.

» Opération Big :

o=o0+u

o =u 1 0 O

/ MBId = 0 1 0 s
v=yv 10 1

/
W =WwW-—u

Lemme

B, est valide sur un systéeme satisfaisant ses préconditions.




Fully subtractive

» Préconditions pour Fiq :

> {0+ 2u} € P,

» {ot+u+v,o+ut+w}¢gP.
> Opération Fiq :

0o =0+4+u
u=u 10
/ MFId = —1 1
vV =v—u 1 0
w=w-—u

Lemme
Fo est valide sur un systeme satisfaisant ses préconditions.




Opérations généralisées

> Les opération généralisées ne sont donc considérées que dans le cas ou
o+2u,0+2v,0+2w,0+u+v,0+u-+w, o+ v+ wsont tous a
I'extérieur de P.




Lattice au-dessus du tétraheédre

Definition
»L={o+2u+afu—v)+pu—w)|apB€eZ}
» Systeme de coordonnées,
Ly: 72 — Z7°
(a,8) = o+4+2u+a(u—v)+ 4(u—w))

o)
o
o
o)
o o
2w ©
é @
o P )
c)
5 e v
o ue” oy
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fe)
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5} o)
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Lattice au-dessus du tétraheédre

Definition
»L={o+2u+afu—v)+pu—w)|apB€eZ}
» Systeme de coordonnées,
Ly: 72 — Z7°
(a,8) = o+4+2u+a(u—v)+ 4(u—w))




Lattice au-dessus du tétraheédre

Definition
»L={o+2u+afu—v)+pu—w)|apB€eZ}
» Systeme de coordonnées, étant donné une permutation o :
Lo: 7*2 - 7°
(a,8) = o0+ 20(u)+ a(o(u) —o(v)) + B(c(u) — o(w))




Fully subtractive généralisé
Opération définie pour une paire «, 8 € Ny tels que o + 8 > 1.
» Préconditions pour Fﬁj’ﬂ :

> Aucune opération locale n’est valide.
> le((}!7ﬁ) € Pr

> ]le(a—l,,B) €Pet ]LId(Oz,B—l) Q P.

©
o+2u% (u—v)+2(u—w)



Fully subtractive généralisé

O
o +2u% (u—v)+2(u—w)

» Opération F%7

~

0O =0+u

u=ut+au—v)+8u—w l+a+f —a -6
, (u=v) + Blu=w) Meas = -1 1 0
vV =v—u 1d 1 0 1
w=w-—u
Lemme

FSoP est valide sur un systéme satisfaisant ses préconditions.




Brun généralisé

Opération définie pour un entier 5 > 1.

> Préconditions pour BIBd :
> Aucune opération locale n’est valide.

> Aucune opération F? n'est valide.

> LU(Oaﬁ)vLU(_lvﬁ) € Pv




Brun généralisé

» Opération B, :

~

0O =0++u
u =u+B(u—w) 1+p 0 B
’_ MBB = 6 1 _/6 )
v =v+ [(u—w) Td 1 0 1
w=w-—u

Lemme

B est valide sur un systéme satisfaisant ses préconditions.




L'algorithme

Entrées : Un prédicat P pour P(N, 1) et un point o tel que P(0), P(o + e1),
P(o + e), P(o+ e3);
S + (e, e, €3,0);
arreter <—Faux ;
tant que non arreter faire
si il exites une opération valide )\ alors
| 6« X(6);
sinon
L arreter <— Vrai;

retourner S;

> L'algorithme termine car 0 est un entier borné qui augmente a
chaque itération.

» Quand il termine, onau=v =w.




Validité de I'algorithme

Theorem

Soit & un systéme valide tel que i =V =W, alorstu = 1 et N(&) = N.

Preuve : soit M = [

S < ¢

] etl=e+ e + 6.
» Onpose k=u=Vv=w,
MN = k1 = N = kM '1.
On a bien, k = 1.
» A chaque étape de I'algorithme on a :

(N(&),u) = (N(&),v) = (N(&),w) = 1

Et donc, u = v =w = 1 implique MN = MN(G).
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Nombre de points testés

le+06 T T T
504og(x) ———
10Hog(x)~2 ——
100000 B
10000 F : _ 4

Nombre d'appels au predicat

1000

100 I L I L I L I
100 1000 10000 100000 le+06 le+07 le+08 le+09 le+10

MNorme 1 du wecteur normal




Questions ? Commentaires ?
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