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a Mots, langage palindromique et pleinitude

© Plans discets et épaisseur critique

o Résultat principal



Mots pleins

Définition (Brlek, Hamel, Nivat, Reutenauer, 2004)

Un mot w € * est dit plein si |Pal(w)| = |w| + 1.

Théoreme (Droubay, Justin, Pirillo, 2001)

Les mots pleins atteignent la borne maximale du nombre de palindrome dans un mot.

Sketch de la proof

Par récurrence sur la longueur du mot.

[Pal(w)|
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Cette preuve fourni une bijection explicite entre les lettres du mots et I'ensemble de
ses palindromes.
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Définition

Un arbre est un graphe G = (S, A) connexe sans cycle.

Propriété

Si G est un arbre, toute paire u, v sommets de G est relié par un unique chemin.

Si les arétes de G sont étiquettées, on note 7(u, v) la concaténation des étiquettes des
arétes le long du chemin de u a v.

Définition

Le langage d'un arbre G = (S, A) est I'ensemble
L(G) = {m(u,v) | u,v € S}.
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Définition

Un arbre est un graphe G = (S, A) connexe sans cycle.

Propriété

Si G est un arbre, toute paire u, v sommets de G est relié par un unique chemin.

Si les arétes de G sont étiquettées, on note 7(u, v) la concaténation des étiquettes des
arétes le long du chemin de u a v.

Définition

Le langage d'un arbre G = (S, A) est I'ensemble
L(G) = {m(u,v) | u,v € S}.

L(G) = {e,a, aa, aab, ab, abb, b, ba, baa, bab, babb, bb, bba, bbab},

Pal(G) = {e,a, aa, b, bab, bb}.

Au maximum, combien de palindromes peut contenir un arbre a n sommets ?
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Pal(G) = {¢, a, aa, aaa, b, baab, baab, bab}




© Plans discets et épaisseur critique



Droites et plans discrets

Définition (J.-P. Reveillés, 1991)

L'hyperplan discret P(v, uu,w) de vecteur normal v € RY, de décalage 1 € R et
d’'épaisseur w € R est le sous-ensemble de Z9 défini par :

P(v,iw) = {x €29 | 0 < (x,v) + < w}

P((1,6),3,11) — cE-dl

0<1x+6y—3<11 T ——
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Droites et plans discrets

Définition (J.-P. Reveillés, 1991)

L'hyperplan discret P(v, uu,w) de vecteur normal v € RY, de décalage 1 € R et
d’'épaisseur w € R est le sous-ensemble de Z9 défini par :
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Connexité discréte

Définition
Deux points x, y de Z9 sont connexes si et seulement si il exist i € {1,2,--- ,d} tel
que

xte=y




aisseur de connexité

Etant donné u vecteur normal v € R? et un décalage 1 € R, pour quelles valeurs de
I'épaisseur w I'hyperplan P(v, p,w) est-il connexe ?
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Epaisseur de connexité

On pose (93+ ={(v1,v2,v3) ER3 | 0 < vi < vp < v3}.
s.p.d.g. on supposera toujours que v € (93_.

Propriété

Etant donné u vecteur normal v € O3 et un décalage u € R, les valeurs de I'épaisseur
w telles que P(v, p,w) est connexe forment un intervalle.

Définition

On appelle épaisseur critique la valeur Q(v, p) = inf{w | P(v, u,w) est connexe}.

Théoreme (Jamet, Toutant 2009 et Domenjoud, Jamet, Toutant 2012)

L'épaisseur critique Q(v, p1) est calculée par “I'algorithme” suivant :

Fonction épaisseur-critique( v € O3 ) :
Si vy + vy < vg alors
Retourne v3
Sinon
Retourne v; + épaisseur_critique( trier( vj,vp — vy, v3 — vy ) )
Fin si
Fin

Corollaire

Pour tout 1 € R, Q(v, p) = Q(v,0).




Epaisseur de connexité

Fonction épaisseur_critique( v € Oi ) 3
Si vy + vy < v3 alors
Retourne v3
Sinon
Retourne v; + épaisseur-critique( trier( vj,vp — vy, v3 — vy ) )
Fin si
Fin

Etant donné un vecteur v € (93_, on pose :
o v =y,
o vt = trier(vl(")7 vé") - vl(")7 v_jE") - 1(")) pour n > 0.

On définit F3 = {v € O3 | vl(”) + vz(") > v3(") pour tout n}.

Théoreme (Domenjoud, Vuillon 2012 et Berthé, Jamet, Jolivet, P., 2013)

Etant donné v € (’)i,

o Si v & F3 alors
P(v, p, 2(v)) n'est pas connexe.

o Si v € F3 alors
lIvly

o Q(v) =

P(v,0,9(v)) est connexe.
Il existe des valeurs de p tel que P(v, p, 2(v)) n'est pas connexe.
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o Si v & F3 alors
P(v, p, 2(v)) n'est pas connexe.
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lvily
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P(v,0,9(v)) est connexe.
Il existe des valeurs de p tel que P(v, p, 2(v)) n'est pas connexe.




L'ensemble F3

Théoréme (Kraaikam & Meester 1995)

L'ensemble F, est de mesure nulle.

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ensemble des (x, y) tels que (x,y,1) € F3 = {v € O} | v 4 ™ > i pour tout n}



L'ensemble F3

Théoréme (Kraaikam & Meester 1995)

L'ensemble F, est de mesure nulle.

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ensemble des (x, y) tels que (x,y,1) € F3 = {v € O} | v 4 ™ > i pour tout n}

Théoréme (Berthé, Jamet, Jolivet, P.)

Pour tout v € F3 on a dimg(v) = 3.




Construction par translations et unions

Matrices fully subtractive

1 0 0 -1 1 0 -1 1 0
Mi=| -1 1 0|, M= 10 0/, Ms=| -1 0 1
-1 0 1 -1 0 1 1 0 0

Etant donné v € F3, il existe une suite (fn)n>1 telle que

y(ntl) — Mi, . v pour tout n > 0.

On pose M, = M; M

= iy M; etona

Vl(n) = (e1,v(M) = (e1, Mav) = (Maey, v)

On pose t, = Mpej et on a:
° <t“,77 v> > 0 pour tout n > 1.

° Z<t,,, v) = @ = Q(v).

n>1



Construction par translations et unions

Matrices fully subtractive

Etant donné v € F3, il existe une suite (fn)n>1 telle que

y(ntl) — Mi, . v pour tout n > 0.

On pose M, = M; M; _, ---M; etona

Vl(n) = (e1,v(M) = (e1, Mav) = (Maey, v)
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° <t“,77 v> > 0 pour tout n > 1.

° Z<t,,, v) = @ = Q(v). U {Z t,‘} C P(v,0,92(v))

n>1 IcN Uiel
I fini




Construction par translations et unions

Définition

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).
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Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de

M3 ﬁ
o Mp=Mj.
o v=(a,a+a? 1) ol aestla

racine réelle de

x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

<

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de

Ms L sl
o Mp=Mj.
o v=(a,a+a? 1) ol aestla

racine réelle de

x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

<

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
s -

o Mp=Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

Définition

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

A\

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
~ =
o Mp=Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

Définition

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
Ms
o M, = Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

Définition
e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
Ms

o M, = Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

v

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
Ms

o M, = Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

v

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
Ms

o M, = Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
Ms

o M, = Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla
racine réelle de
x3 4+ x2 +x—1.




Construction par translations et unions

e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).

Exemple 1 : Tribonacci

@ On choisi v vecteur propre de
Ms

o M, = Mj.

o v=(a,a+a? 1) ol aestla

racine réelle de

x3 4+ x2 +x—1.

Théoréeme (Berthé, Domenjoud, Jamet, P., 2013)

Pour v = (a,a + a?,1) on a Seo = P(v,0,Q(v)).
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Exemple 2 : Dragon

@ On choisi v vecteur propre de

(ML Ms)
L Mzn = (M1M3)".
o v=(83,28+pB%1) ol 3 est ﬁ

la racine réelle de
x3—|—2x2+2x—1.
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e So = {0}.
® Spt1=5,U(Sn + tht1) pour tout n > 1.
® Seo = Up>0Sn C P(v,0,Q(v)).
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Construction par translations et unions

Théoréme (Berthé, Jamet, Jolivet, P., 2013)

Les ensembles S, sont connexes pour tout n > 0.

Sketch de la proof

@ On montre qu'un point de (S, + tp4+1) est connexe a un point de S,.
e Onas$,= {27:0 dit; | o € {07 1}},

o On montre que le point py+1 = 7;'01 t; est voisin d'un des points de Sp,.

Théoréme (Berthé, Jamet, Jolivet, P., 2013)

Pour tout v € F3 le plan P(v,0,Q(v)) est connexe.




Construction par translations et unions

Théoréme (Berthé, Jamet, Jolivet, P., 2013)

Les ensembles S, sont connexes pour tout n > 0.

Sketch de la proof

@ On montre qu'un point de (S, + tp4+1) est connexe a un point de S,.
@ Onas,= {27:0 diti | 6; € {07 1}},

o On montre que le point py+1 = 7;'01 t; est voisin d'un des points de Sp,.

Théoréme (Berthé, Jamet, Jolivet, P., 2013)

Pour tout v € F3 le plan P(v,0,Q(v)) est connexe.

Pour tout v € F3, S = P(v,0,Q2(v)).




Construction par symétries

Définition (Version de Domenjoud et Vuillon pour d=3)

On se dote d'une suite directrice infinie A = 610 - -- € {1,2,3}*.

On pose Sy = {0}, Xo = 0 et pour chaque i € {1,2,3} : Téi) =0 et Y()(i) = le.

si i =6y,
sinon.
si i = dp,

S, =S,_1U sym, (

5n) (Sn—1)-
sinon. =t

(3)
n

1
TT(I.—) 1 T,(i)l

Source : Domenjoud, Vuillon 2012



Construction par symétries

Définition (Version de Domenjoud et Vuillon pour d=3)

On se dote d'une suite directrice infinie A = 610 - -- € {1,2,3}*.

On pose Sy = {0}, Xo = 0 et pour chaque i € {1,2,3} : Téi) =0et Yo(i) = le.

sii = 0dp,
sinon.
si i = dp,

S, =S,_1U sym, (
sinon. n

5n) (Sn—1)-
=i

(3)
n

1
TTS.—) 1 T,(i)l

Source : Domenjoud, Vuillon 2012

T722) = Sym,,(2) (Sn_l)

v € F3 <= 1, 2 et 3 apparaissent infiniment souvent dans A




P11 pour A = 12132312321 - - -

Source : Domenjoud, Vuillon 2012

On sait calculer une suite directice A = §15, -+ a partir d'un vecteur de Oi de
maniére a ce que les constructions soient équivalents.

Théoréeme (Domenjoud, Vuillon, 2012)

Pour tout v € F3, Soo \ {0} possede exactement 3 composantes connexes.




P11 pour A = 12132312321 - - -

Source : Domenjoud, Vuillon 2012

On sait calculer une suite directice A = §15, -+ a partir d'un vecteur de Oi de
maniére a ce que les constructions soient équivalents.

Théoréeme (Domenjoud, Vuillon, 2012)

Pour tout v € F3, Soo \ {0} possede exactement 3 composantes connexes.

Corollaire

Pour tout n > 0, S, muni de la relation de connexité forme un arbre.
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o Résultat principal



A partir de maintenant S, est également un arbre dont les arétes est étiquettées de la

maniére suivante : la letter a est aposée sur une aréte reliant deux points distants de
+e,.




A partir de maintenant S, est également un arbre dont les arétes est étiquettées de la
maniére suivante : la letter a est aposée sur une aréte reliant deux points distants de
+e,.

Exemples

Pal(S,) =

|Pal(Sn)|
|l

{e,1,11,121,121121,
12321,131, 131131,
12311321, 2, 2112,
232,231132, 3,3223},

15,

15.




Théoreme (Domenjoud, Vuillon, P., 2013)

[Pal(Sn)| = [Snl

On construit une bijection entre les sommets de S, est |I'ensemble de ses palindromes. l
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[Pal(Sn)| = [Snl

On construit une bijection entre les sommets de S, est |I'ensemble de ses palindromes. l

La différence de hauteur de deux points x et y est la valeur |<x, v> - <y, v>| J

Soit w € L£(S5), toutes les paires de points x, y € S, telles que w(x,y) = w ont la
méme différence de hauteur.




Théoreme (Domenjoud, Vuillon, P., 2013)

[Pal(Sn)| = [Snl

On construit une bijection entre les sommets de S, est |I'ensemble de ses palindromes. I

La différence de hauteur de deux points x et y est la valeur |<x, v> - <y, v>| J

Soit w € L£(S5), toutes les paires de points x, y € S, telles que w(x,y) = w ont la
méme différence de hauteur.

Notation : pour tout n > 1, on pose op(x) = symy(gn)(x) = 2Y,$i"1) — X. J
2

n

Pour tout n > 0, on a 7(0,0,(0)) € Pal. De plus, 7(0,5,(0)) est unioccurrent dans
Sh.




Définition

S, — Pal

Soit ¢ : — m(x,0

) ol wt désigne la cléture palindromique de w.

Pour tout x € Sp, on a ®(x) € Pal(Sy).




Définition

S, — Pal

Soit ¢ : — m(x,0

) ol wt désigne la cléture palindromique de w.

Pour tout x € Sp, on a ®(x) € Pal(Sy).

Définition

Etant donné un palindrome p € Pal(S;), on note np < n le plus petit entier tel que
p € L(Sn,)-

Pal(S,) — S»
~  Il'unique point de Sy, \ S;,—1 d'oli on peut lire p.

La fonction W est bien définie, de plus ® et W sont I'inverse |'une de I'autre. I

Soit W :




Question ouvertes et perspectives

Condition de maximalité de |Pal(S,)|. )
Propriétés des langage £(Sn). J
Montrer que Soo = P(v,0,Q(v)). J
Topologie de P(v, i, 2(v)), nombre de composantes connexes en fonction de f. J

Autres connexités ? J
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