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Droites et plans discrets
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Définition (Montarani (1970) et Sklansky Chazin, Hansen (1972))

The minimum length polygon of C is a subset P € R? such that,
P= arg min Per(A)
AEA,IC(C)CA, DACOC(C)\IC(C)°
where A is the family of simply connected compact sets of R2.
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Minimum Length Polygon
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Définition (Montarani (1970) et Sklansky Chazin, Hansen (1972))

The minimum length polygon of C is a subset P € R? such that,
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where A is the family of simply connected compact sets of R2.




Minimum Length Polygon

The MLP is a polygonal line whose vertices are centers of pixels along the inner or the
outer contour, also :

@ unique;

@ a good length estimator! ;

@ a good tangent estimator;

@ characteristic of the shape's convexity ;

o reversible?.

1 Proved to be convergent on convex shapes.

2 |f aligned vertices are considered.



Minimum Length Polygon

MLP is computable in time linear with respect of the length of C.

o J.-O. Lachaud, X. Provencal, Two linear-time algorithms for computing the
minimum length polygon of a digital contour, Discrete Applied Mathematics
(DAM), 2011.

@ Tristan Roussillon, Isabelle Sivignon. Faithful polygonal representation of the
convex and concave parts of a digital curve. Pattern Recognition, volume 44,
issues 10-11, p. 2693-2700, 2011.



entation using deformable models

o F. de Vieilleville and J.-O. Lachaud, Digital Deformable Model Simulating Active
Contours, in proc. DGCI2009, LNCS 5810, p.203-216, 2009.

o G. Damiand, A. Dupas and J.-O. Lachaud, Combining Topological Maps,

Multi-Label Simple Points, and Minimum-Length Polygons for Efficient Digital
Partition Model, in proc. IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

[(8,3),(2,1)%]
e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

[(8,3),(2,1)°] =1(2,5),(3,1),(2,1)*]
e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

[(8,3),(2,1)°] =1(2,5),(1,2),(1,0),(2,1)°]
e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

[(8,3),(2,1)°] =[(2,5),(1,2),(1,0),(2,1),(2,1)*]
e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

[(8,3),(2,1)°] =1(2,5),(1,2),(1,0),(1,1),(1,0),(2,1)]
e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

—~— e~~~

[(8,3),(2,1)*] =1(2,5),(1,2),(1,0),(1,0),(0,1),(1,0),(2,1)%]

e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

— —

[(8,3),(2,1)*] =1(2,5),(1,2),(1,1)(0,1),(5,2)]

e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

—_— o~

[(8,3),(2,1)*] =1(2,5),(1,2)% (5,2)]

e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Split and merge case : x® y > 1

(8,3)®(2,1)} =2.

e~ —~——

[(8,3),(2,1)*] =1(2,5),(9,4)]

e J.-O. Lachaud, X. Provencal, Dynamic Minimum Length MLP, in proc.
IWCIA2011, LNCS 6636, p. 208-221, 2011.



Droites et plans discrets
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Définition (J.-P. Reveilles, 1991)

L’hyperplan discret P(v, p,w) de vecteur normal v € R", de décalage n € R et
d'épaisseur w € R est le sous-ensemble de Z" défini par :

P(v,p,w)={x€Z" | 0<(x,v) +p < w}
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Droites et plans discrets
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Définition (J.-P. Reveilles, 1991)

L’hyperplan discret P(v, p,w) de vecteur normal v € R", de décalage n € R et
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Deux points x, y de Z9 sont k-connexes si
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Droite de Fibonacci
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Droite de Fibonacci
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Epaisseur de connexité

On considere un vecteur v € R?, un réel € R et un entier x € {0,1,--- ,d —1}.
Déterminer Q (v, pn) = inf{w € R | P(v, u,w) est k-connexe}




Epaisseur de connexité

On considere un vecteur v € R?, un réel € R et un entier x € {0,1,--- ,d —1}.
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Propriété

o Qu(av,ap) = aQk(v, p1).
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Propriété
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@ Soit o une permutation, Q. (v, 1) = Qx(o(v), p).
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Epaisseur de connexité

On considere un vecteur v € R?, un réel € R et un entier x € {0,1,--- ,d —1}.
Déterminer Q (v, pn) = inf{w € R | P(v, u,w) est k-connexe}

Propriété

Qp(av,ap) = aQx(v, p).
Soit o une permutation, Qx (v, p) = Qx(o(v), p).

Si v posséde d — 1 composantes nulles, alors Q. (v, 1) = mod ||v||co-

Si v posséde au moins deux composantes non-nulles, alors Qg_1(v, 1) > ||V]oo-




Calcul de I'épaisseur minimal de connexité

Théoréme (Domenjoud, Jamet, Toutant, 2009)

Soit v = (v1, vo,v3) € R3, avec vi < vo < v3, € R alors

Vi Vi
Qs v o|,p| =2 vo—vi |,p | +w.
V3 Vi—wvi




Calcul de I'épaisseur minimal de connexité

Théoréme (Domenjoud, Jamet, Toutant, 2009)

Soit v = (v1, vo,v3) € Ri, avec vi < vp < v3, pu € Ry alors

Vi Vi
Qs v o|,p| =2 vo—vi |,p | +w.
V3 Vi—wvi

Démonstration.

On se rappelle que (x,v) = (!M~1x, Mv) et on pose

1 0 O
M=| -1 1 0 |, Pi:=P(v,p,w), Pr:=P(Mv,uw—v1).
-1 0 1

On montre que
Py est 2-connexe <—> P, est 2-connexe.
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Calcul de I'épaisseur minimale

%1 Vi
Qo v o |,p| = voa—wvi |,p| +wv.
v3 vz —vi

Etant donné un vecteur v € Ri, on pose v(0) = v, w® =0 et pour n > 1,

Qo(v,p) = Q2(‘/(")7 B+ w(™
V(") = Mv(”_l)
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Qu(v,1) = w? + (i mod ),




Calcul de I'épaisseur minimale

vi vi
Q v o |,p| = vo—wvi |,p|+w.
v3 vz —vi

Etant donné un vecteur v € Ri, on pose v(0) = v, w® =0 et pour n > 1,

Q(v,p) = Q2(‘/(")7 B+ w(m
V(") = Mv(”_l)

Algorithme

o Si il exite n > 0 tel que v(" = (0,0, h) (rat. dép.) :
Qu(v,1) = w? + (i mod ),

@ Sinon, (rat. indép.), on a Qa(v, p) = [|v(®)|| o + w().
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vi vi
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Etant donné un vecteur v € Ri, on pose v(0) = v, w® =0 et pour n > 1,
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Algorithme
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Qu(v,1) = w? + (i mod ),

@ Sinon, (rat. indép.), on a Qa(v, p) = [|v(®)|| o + w().

o S'il existe n > 0 tel que vg()”) > vl(") 4t vzn) alors Qo(v, p) = v3(") + w(,




Calcul de I'épaisseur minimale

vi vi
Q 2|, p Q> vo—wvi |,p|+w.
v3 vz —vi

Etant donné un vecteur v € Ri, on pose v(0) = v, w® =0 et pour n > 1,

Q(v,p) = Q2(‘/(")7 B+ w(m
V(") = Mv(”_l)

Algorithme

o Si il exite n > 0 tel que v(" = (0,0, h) (rat. dép.) :

Q(v,p) = + (1 mod h).

@ Sinon, (rat. indép.), on a Qa(v, p) = [|v(®)|| o + w().
o S'il existe n > 0 tel que vg()”) > vl(") 4t vzn) alors Qo(v, p) = v3(") + w(,

e Sinon (v, p) = %




Algorithme, version matricielle

L) — () ()

0 -1 1 0 -1 1
0|, M= 1 0 0/, Ms=| -1 0
1 -1 0 1 10

M; si an) < v2(n)

0
1.
0

(n)

-
M) = My si v2(n) — vl(n) < vl(")

Mz si vgn) — vl(") < vl(")
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Plan de Tribonacci

Soit « la racine réelle de x3 4+ x2 + x — 1.

On pose v = (a, @+ a?,1). On a alors que

-1 1 0 a a?
Msv = -1 0 1 a+ a? = 11—« =av
1 0 O 1 a



Plan de Tribonacci

Soit « la racine réelle de x3 4+ x2 + x — 1.

On pose v = (a, @+ a?,1). On a alors que

-1 1 0 a a?
Msv = -1 0 1 a+ a? = 11—« =av
1 0 O 1 a

D(v,0)=a+a?+a3 4+ =




Construction itérative du plan de Tribonacci

On pose Py = {(0,0,0)}
et pour tout n > 1,

Pn = UFZOPia
Pn - Pn—l + t_;h

ou t, est |'unique vecteur
de Z3 tel que (tn, v) = a”.
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Construction itérative du plan de Tribonacci

On pose Py = {(0,0,0)}
et pour tout n > 1,
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Construction itérative du plan de Tribonacci

On pose Py = {(0,0,0)}
et pour tout n > 1,

Pn = UL,P;,

P = P11+ t_;M

ou t, est |'unique vecteur
de 73 tel que (tn, v) = a”.
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Construction itérative du plan de Tri

On pose Py = {(0,0,0)}
et pour tout n > 1,

Pn - UF:O P,',

Pn - Pn—l + t_;h

ou t, est |'unique vecteur
de Z3 tel que (tn, v) = a”.



Construction itérative du plan de Tribonacci

On pose Py = {(0,0,0)}
et pour tout n > 1,

Pn = U?:()Pia
Pn = Ppo1+ En

ou t, est |'unique vecteur
de Z3 tel que (tn, v) = a”.




Construction itérative du plan de Tribonacci

On pose Py = {(0,0,0)}
et pour tout n > 1,

Pn = U?:()Pia
Pn = Ppo1+ En

ou t, est |'unique vecteur
de Z3 tel que (tn, v) = a”.

e xEP, = (x,v)=a"+ 27:_01 §;al, olt chaque &; € {0,1}.
e P, C Pn+3



Résultats sur les P,

Théoréme

lim P, =P ((a,a2 + a, 1) , 0, Q(v, 0)) .

n— oo
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Résultats sur les P,

nimoo Pp=P ((a,a2 +a,1),0,Q(v,0)) .

”
On a Q(v,0) = 2.

e C
XEP, = 0< (x,v) <1l+at+a?+---.
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Résultats sur les P,

nimoo Pp=P ((a,a2 +a,1),0,Q(v,0)) .

y
On a Q(v,0) = 2.
e C
XEPy = 0< (x,v) <l4+a+a?+---.
e D
Dans le contexte des systémes de numération, (Frougny, Solomyak, 1992),

Vx € Z3,3(87) —n<i<n, i € {0,1} tel que > §ja’ = (x,(a, 0+ 02, 1)).

iI=—n
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v

On a Q(v,0) = 2.
e C
XEPy = 0< (x,v) <l4+a+a?+---.
e D
Dans le contexte des systémes de numération, (Frougny, Solomyak, 1992),

Vx € Z3,3(87) —n<i<n, i € {0,1} tel que > §ja’ = (x,(a, 0+ 02, 1)).

iI=—n

v

@ Le plan construit est 2-connexe.

@ Pour tout n > 0, P, est un arbre.

@ Pour tout n > 0, P, est centrosymétrique.
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Centrosymétrie

Définition

Un ensemble S C R est dit centrosymétrique de centre c si

c+x€ES = c—x€S.

aaabaabaaaa
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Définition

Un ensemble S C R est dit centrosymétrique de centre c si

c+x€ES = c—x€S.

T
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Construction par translation et union
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Construction par translation/union

Etant donné un vecteur v € Ri avec vi < v < v3, ona

V(1) Z () ()

1 0 0 -1 1 0 -1 1 0
Mi=1| -1 1 0 [, M= 1 0 0|, M3=| -1 0 1
-1 0 1 -1 0 1 1 0 0

On pose Mg = Id, pour tout n > 1,

Mpn = MODM,_y) et & = (1,0,0)M".

On pose Py = {(0,0,0)} et pour tout n > 1,
Pn = UL,P;,

Pn = Pnfl +E—u

19/1



On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].

%o 3o e o L 3 %o 3 %0 o 5 3
Gris : Po—1 \ (Pn—1 + tn) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
Jaune : Pp_1 N (Ppo1 + tn) Vert : composante 2-connexe de (0,1, 0).
Bleu : (Pp—1+ tn) \ Po-1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1).
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Bleu : (Pp—1+ tn) \ Po-1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1).



On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].

% % % 35 . - % % £ % 35 , m 3

Gris : Po—1 \ (Pn—1 + tn) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
Jaune : Pp_1 N (Ppo1 + tn) Vert : composante 2-connexe de (0,1, 0).
Bleu : (Pp—1+ tn) \ Po-1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1).
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On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].
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Gris : Po—1 \ (Pn—1 + tn) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
Jaune : Pp_1 N (Ppo1 + tn) Vert : composante 2-connexe de (0,1, 0).
Bleu : (Pp—1+ tn) \ Po-1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1).
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On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].

Gris : Po—1 \ (Pn—1 + tn) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
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Exemple

On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].

40 30 20

Gris : Pp_1\ (Pp_1 + t1) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
Jaune : Pp_1 N (Ppo1 + tn) Vert : composante 2-connexe de (0,1, 0)
Bleu : (Pp_1 + tn) \ Pn_1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1)



On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].

0

Gris : Pp_1\ (Pp_1 + t1) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
Jaune : Pp_1 N (Ppo1 + tn) Vert : composante 2-connexe de (0,1, 0).
Bleu : (Pp_1 + tn) \ Pn_1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1).



On pose v = (67,107, 129), on obtiens la emphsuite directrive [3,3,3,1,1,2,2,3,3,3].

Gris : Pp_1 \ (Pn—1 + tn) Rouge : composante 2-connexe de (1,0, 0).
Jaune : Pp_1 N (Ppo1 + tn) Vert : composante 2-connexe de (0,1, 0).
Bleu : (Pp_1 + tn) \ Pn_1 Bleu : composante 2-connexe de (0,0, 1).
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Formalization of the Freeman chain-code

Let Ay = {1,2,...,d} and (e1, €2, .., eq) be the canonical base of R?. We consider
T be the vector space of mappings from Z¢ x A4 to R that takes everywhere zero
value except for a finite set.



Formalization of the Freeman chain-code

Let Ay = {1,2,...,d} and (e1, €2, .., eq) be the canonical base of R?. We consider
T be the vector space of mappings from Z¢ x A4 to R that takes everywhere zero

value except for a finite set.
Let [X, /] be the element of § that takes value 1 at (X,/) and O elsewhere.

ﬂ'd:A:;HS

ra(w) = 3 [.1]

w=p-i-s



Formalization of the Freeman chain-code

Let Ay = {1,2,...,d} and (e1, €2, .., eq) be the canonical base of R?. We consider
T be the vector space of mappings from Z¢ x A4 to R that takes everywhere zero

value except for a finite set.
Let [X, /] be the element of § that takes value 1 at (X,/) and O elsewhere.

ﬂ'd:A:;HS

ra(w) = 3 [.1]

w=p-i-s

ERREEER

mg(1211) — [1,2]

[£:1]




The E; operator

The 1-dimensional geometric realization E1(c) of a word morphism ¢ is the linear
mapping defined on § such that :

A —T A

PR

5 Ei(o) 3

24 /1



The E; operator

The 1-dimensional geometric realization E1(c) of a word morphism ¢ is the linear
mapping defined on § such that :

A —T A

el
5 Ei(o) 3
El(o-)[)_(‘z ei] = Z [Mg)?—‘r i, ej} .

uj prefix of o(i)
ue A} jeAyg

24 /1



The Ef operator

We consider §* the dual space of § and the linear form :

oo ok def. [ 1ifX=yandi=j,
(il ) = { 0 otherwise.

The dual operator Ef* of E; is given by

(B ()Y, 4] [%,117) = (V. 4] s B (o)X, 4]7) -

In the case where M, is unimodular

Ef(o)[% 1" =) > MY (x—a@),4]".

JEA  ui prefix of o(j)



Geometrical representation of §*

We represent an element [X, i]* as :

K" — {Z+e+>_ re|re[01]}
i#j



Geometrical representation of §*

We represent an element [X, i]* as :
K" — {Z+e+>_ re|re[01]}
i#j
Examples :
o d=2

[x, 11" v, 21"



Geometrical representation of §*

We represent an element [X, i]* as :

K" — {X+e+> AeAe[01]}

i#j
Examples :
e d=2
% y
[, 1] v, 2]
e d=3
Z
x y

(0,1]" [0,2] [0,3]



1+— 12,
Soit o : 213,
3—1
My b+ {[(1,0,~1), 11" +[(0,1,-2),2)* +[(0.0,0),3]"}

MoTIX + {[(07 0, 0)7 1]*}
MoTIX + {[(07 0, 0)7 2]*}

E(o)([x, 117)
Ef(o)([x,2]")
Er(o)([x, 317)

M !x ~
X
— — — Q
x~ 9 Qx M 'x o M, x
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Action sur les plans discrets

Soit &, = {[X,i]* € §*| le plan normal a V intersects the segment [X, X + ¢;]}

Theorem (Arnoux, Ito, 2001)

Soit o un morphisme primitif et unimodulaire, alors
Ef (0)(67) = &y, v

De plus, deux éléments distincts (X, &), (¥, e) ont des images disjointes par E{ (o).
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Ef (0)(67) = &y, v

De plus, deux éléments distincts (X, &), (¥, e) ont des images disjointes par E{ (o).
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Theorem (Arnoux, Ito, 2001)

Soit o un morphisme primitif et unimodulaire, alors
Ef (0)(67) = &y, v

De plus, deux éléments distincts (X, &), (¥, e) ont des images disjointes par E{ (o).

e PC By = El*(O')(P) C 6”\/’0\7'

o Pour tout VGRiona @ C &y



Action sur les plans discrets

Soit &, = {[X,i]* € §*| le plan normal a V intersects the segment [X, X + ¢;]}

Theorem (Arnoux, Ito, 2001)

Soit o un morphisme primitif et unimodulaire, alors
Ef (0)(67) = &y, z

De plus, deux éléments distincts (X, &), (¥, e) ont des images disjointes par E{ (o).

e PC By = El*(O')(P) C 6”\/’0\7'

o Pour tout VGRiona @ C &y

Etant donné un vecteur v, comment générer (0;);> telle que chaque M, soit
primitif, unimodulaire et a

Jim Mo, M,y - Moy (0,0,1) = 7.




Euclid’s algorithm

Computation of [zy; z1, 22, ...] from a = b/a.



Euclid’s algorithm

Computation of [zy; z1, 22, ...] from a = b/a.
@ Let ug = b and u; = a,
e For i > 0, (while ujy; > 0)
uj

let z; = T and set uj1p = Uj — ZjUj4.
n




Euclid’s algorithm

Computation of [zp; z1, 22, . -
@ Let ug = b and u; = a,
e For i > 0, (while uj;1 > 0)

let z; Ui

First steps :

.] from

and set uj;o

u2

u3

a = b/a.

= Uj — ZjUj41.



Euclid’s algorithm, matrix form

Computation of [zp; z1, 22, ...] from a = b/a = by/ap.

an+1 _ -z 1 an h _ ﬁ
bpe1 | = 1 0 b, | Where zn = .



Euclid’s algorithm, matrix form

Computation of [zp; z1, 22, ...] from a = b/a = by/ap.

an+1 _ —zp 1 an _ ﬁ
o I P R
————

M—l

Zn

0

Ifa,,;éOIetMZn:[l z

}, otherwise M, = [ (1) (lJ }



Euclid’s algorithm, matrix form

Computation of [zp; z1, 22, ...] from a = b/a = by/ap.

an+1 _ —zp 1 an _ ﬁ
o I P R
————

M—l

Zn

0

Ifa,,;éOIetMZn:[l z

}, otherwise M, = [ (1) (lJ }



Euclid’s algorithm, matrix form

Computation of [zp; z1, 22, ...] from a = b/a = by/ap.

an+1 _ —zp 1 an _ ﬁ
o I P R
Mt

0 1 . 1 0
Ifa,,;éOIetMZn:[l 5 },othermseMn:[O 1}.

n

n

a an
s 1]

[ dn } = My M, -+ My, [ 2 } where &:[20;21,22,...,2,,]
an



Euclid’s algorithm, matrix form

Computation of [zp; z1, 22, ...] from a = b/a = by/ap.

i - [ 3] 5] weee- 2]

bni1
————
—1
M;,

0 1 . 1 0
Ifa,,;éOIetMZn:[l 5 },othermseMn:[O 1}.

n

n

a an
s 1]

[ dn } = My M, -+ My, [ 2 } where &:[20;21,22,...,2,,]
an

a . 0
[ 3] =m0 2]



Example in dimension 2

(a,b) = (7,V3), V3/r =1[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

El(To)(@ )
E{(70)(0,€3)

0.5

12 e . e
Tn = { 2 +— 127 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 15 2

05F

-15F




Example in dimension 2

(a,b) = (7,V3), V3/r =1[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

E1(r0) © E1(71)(0, e2)
E(70) o Ef(11)(0, €5)

[ 12 o R
n — 2 121 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2




Example in dimension 2

(a,b) = (7,V3), V3/r =1[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

Ei(70) 0 Ex(71) 0 51(7'1)@ )
E[(70) o Ef*(11) 0 Ef (71)(0, €5)

3

_J1=2 . s ‘ ‘ s
™m=19 2120 3 2 1 2 3




Example in dimension 2

(a, b) = (m,V3), V3/r=[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

Ei(m0) o Ei(71) 0 Ei(m1) o E1(7'4)(6le2)
Ef(10) 0 Ef (1) 0 Ef (71) 0 Ef(74)(0, &)

10

p— 1 H 2 1 L 1 1
T™n =19 2,100 10 5 5 10

10+



Example in dimension 2

(a,b) = (7,V3), V3/r =1[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

E1(70) 0 Ex(71) 0 Ex(71) 0 Ex1(7a) 0 El(TZ)(6L62)
Ef(0) o Ef*(11) 0 Ef(71) 0 Ef (74) 0 Ef*(72)(0, €3)

20
15+

10

S 1—2 . . . ‘ . ‘ ‘ ‘
n= 23 127 20 -15  -10 -5 5 10 15 20

S15F

20+




Example in dimension 2

(a, b) = (m,V3), V3/r=[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

Ei(10) 0 Ex(11) 0 Ex1(71) 0 Ex(74) 0 Ex(12) 0 El(Tl)(6Le2)
E{(70) 0 Ef(m1) 0 Ef(11) © Ef (73) 0 E{'(72) 0 Ef*(71)(0, €5)

30

1—2 . . ‘ s . ‘
Tn = { 23 127 30 20 10 10 20 30
-10F

20+

30+



Example in dimension 2

(a,b) = (m,V3), V3/m =[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,.

-1
Ex(r0) 0 Ex(11) 0 Ex(m1) 0 Ex(7a) 0 Ex(72) © Ex(71) 0 E1(72)(0, e2)
Ef (7o) o B (1) © B (1) © E{'(7a) © E{'(72) © Ef'(71) © E{' (72)(0, €3)

%

80

60

40t

20

= 12 . ‘ . . . ‘ . ‘
n 23 127 -80 60  -40 20 20 40 60 80
.20 |

-40 -

60

80|



Example in dimension 2

(a,b) = (7,V3), V3/r =1[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],

Ei(70) 0 Ex(71) 0 Ex1(71) © E1(74) 0 Ex(72) 0 Ex(71) 0 Ex(72) 0 51(73)(6752)
E[(70) 0 Eff(11) 0 Ef (1) 0 Ef*(74) 0 Eff(12) 0 Ef (1) 0 Ef(72) 0 E{*(13)(0, €5)

100 -

_J1e2 . ‘ . .
Tn = 21y 127 200 100 100 200
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Example in dimension 2
(a,b) = (7,V3), V3/r =1[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],
Ei(7o) 0 Ex(11) 0 Ex(71) 0 Ex(ma) 0 Ex(72) 0 Ex(71) 0 E1(2) o Ex(73) 0 E1(77)(0, e2)

Ef (10) © Ef (11) © Ef (1) © Ef () © Ef (2) © Ef'(11) 0 Ef'(12) 0 Ef (3) 0 E} (17) (0, €3)
1500 -
1000 -

00 -

Loy 1m2 . ‘ ‘ . . ‘
n 2 121 -1500 -1000 -500 500 1000 1500

-1000 |

-1500 -




Example in dimension 2

(a,b) = (7,V3), V3/r =[0;1,1,4,2,1,2,3,7,3,...],
Ei(70) 0 E1(11) 0 E1(71) 0 E1(7a) 0 Ei(72) 0 E1(11) 0 E1(72) 0 E1(73) 0 E1(77) © El(rg)(6,§2)
Ef(70) 0 Ef*(11) 0 Ef (1) 0 Ef(74) 0 Ef(12) 0 Ef(71) 0 E;*(12) 0 Ef(13) 0 E;(77) 0 Ef*(13)(0, ¢
6000}

4000 -

000

{12 . o o .
n 2 12n -6000 -4000 -2000 2000 4000 6000

-2000
-4000 |-

-6000




Ef and Christoffel words

Theorem (Berthé, de Luca, Reutenauer, 2007)

The geometrical representation of
Ef (12) 0 Ef' (12) 0 - - 0 E{ (72,)(0, €3)

codes the Christoffel word of slope pn/qn where qn/pn = [20; z1, - - . , Zn).




Algorithmes de fraction continues 3D

Quelques algorithes de fractions continues unimodulaires. Soit (a, b, ¢) € Ri avec
a<b<c,

@ Jacobi-Perron : b
(a, b,c) — (b— {7J ,C— {EJ ,a)
a a

(a7 b7 C) = (av b,C— b)

@ Brun:

@ Poincarré :
(a,b,c) — (a,b—a,c—b)
@ Selmer :
(3, b: C) g (37 b» c— 3)

Fully substractive :
(a,b,c) — (a,b—a,c—a)



E de fully substractive

o Fully substractive :
(a,b,c) — (a,b—a,c—a)

1 0 O -1 1 0 -1 1 0
Mi=1] -1 1 0 My = 1 0 O My=] -1 0 1
-1 0 1 -1 0 1 1 0 O

36/1



E de fully substractive

o Fully substractive :
(a,b,c) — (a,b—a,c—a)

1 00 -1 1 0 -1 10
My=| -1 1 0 Mo=| 1 0 0 My=| -1 0 1
-1 0 1 -1 0 1 100
1 1 1 010 01 0
tMit=]0 1 0 Myt=1]1 1 1 'Myt=1]0 0 1
0 0 1 0 0 1 11 1
1—1 1—2 1—3
s = 221 S 1= 212 s3 = 2+ 13

3—31 332 323

36/1



Théoreme d'équivalence

Etant donné un vecteur v € ]Ri avec vi < vz < v3, on pose v0 =y et

V(11 Z () ()

Théoréme

Les points générés par le E; de fully substractive est forment un sous-ensemble de la
construction translation + union.

Po={x € Z%|[x,i* € Ef (s)Ef (sV) - Ef (sV)( @ )}




Théoreme d'équivalence

Etant donné un vecteur v € ]Ri avec vi < vz < v3, on pose v0 =y et

V(11 Z () ()

Théoréme

Les points générés par le E; de fully substractive est forment un sous-ensemble de la
construction translation + union.

Po=1{x € Z3|[x, i]* € EF (s@)Er(sW) - £ (s)( B )}

Sketch de la preuve,
Pour tout i € {1,2,3} on a

By ) = 69
Ainsi,
B (O Er () - Er () ) ) = B (s (s - (s ) D) )

= B (sO)Er(s) - Ep (s ) B )+ 7 (s@)Ep (s M) - Ep (st K



Génération de la totalité du plan

Notation : ¥; = Ef(s;).

Théoréme (Jolivet, 2012)

Soit (in)n>0 avec chaque i, € {1,2,3} tel que pour tout n > 0, il existe N > n avec

in =3,
STy T )

contient une boule centrée en 0 arbitrairement grande lorsque n tends vers I'infini.




Génération de la totalité du plan

Notation : ¥; = Ef(s;).

Théoreme (Jolivet, 2012)

Soit (in)n>0 avec chaque i, € {1,2,3} tel que pour tout n > 0, il existe N > n avec

in =3,
55 B)

contient une boule centrée en 0 arbitrairement grande lorsque n tends vers I'infini.

Sketch de la preuve
I ( Ta(P)

S
%
S

{Q+H

PERoERBID
Bp RPRBED © 2

FERIPDE & D~
*PRABO R

38/1



Construction par composantes connexes

39



Définition

e Soit P'(v,p,w) = {x € Z3|0 < (x,v) + p < w}.




Définition

e Soit P'(v,p,w) = {x € Z3|0 < (x,v) + p < w}.
@ On appelle T(v, h) la composante 2-connexe de 0 dans P’(v, 0, h).

e B(v,h) = {x € P'(v,0,(v,0))\ T (v, h)|x est 2-voisin d’un point de T (v, h)}.




Définition

e Soit P'(v,p,w) = {x € Z3|0 < (x,v) + p < w}.
@ On appelle T(v, h) la composante 2-connexe de 0 dans P’(v, 0, h).

e B(v,h) = {x € P'(v,0,(v,0))\ T (v, h)|x est 2-voisin d’un point de T (v, h)}.
@ hg =0,

e hiyy = min{{X,v)|X € B(v, h;)}

On s'intéresse a la suite de morceaux de plans (T (v, h;))i>o-



Exemple 2D
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Exemple 3D




Exemple 3D




Exemple 3D




Equivalence des constructions

Théoréme (Berthé, 2012 (?) )

T(vho) = {x € 22| [ 11 € Ef (SO)E7 () - Bz (s7)( ) )}

43 /1
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