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Combinatoire des mots

Définition

Etant donné un ensemble de symboles > appelé alphabet, on
définit le mot w comme étant un n-uplet (wy, wa, ..., w,) ou
w; € X pour tout 1 < < n.
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Combinatoire des mots

Etant donné un ensemble de symboles > appelé alphabet, on

définit le mot w comme étant un n-uplet (wy, wa, ..., w,) ou
w; € X pour tout 1 < < n.

\

Notations

@ Pour simplifier, on écrit simplement w = wyws - - - w,,.

\

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Géométrie discrete

Combinatoire des mots
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définit le mot w comme étant un n-uplet (wy, wa, ..., w,) ou
w; € X pour tout 1 < < n.

\

Notations

@ Pour simplifier, on écrit simplement w = wyws - - - w,,.

@ 2" est I'ensemble des mots de longueur n.

\

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Géométrie discrete

Combinatoire des mots

Etant donné un ensemble de symboles > appelé alphabet, on

définit le mot w comme étant un n-uplet (wy, wa, ..., w,) ou
w; € X pour tout 1 < < n.

\

Notations

@ Pour simplifier, on écrit simplement w = wyws - - - w,,.
@ 2" est I'ensemble des mots de longueur n.

@ La longueur d'un mot w est notée |w]|.
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Combinatoire des mots

Etant donné un ensemble de symboles > appelé alphabet, on

définit le mot w comme étant un n-uplet (wy, wa, ..., w,) ou
w; € X pour tout 1 < < n.

\

Notations

@ Pour simplifier, on écrit simplement w = wyws - - - w,,.
@ 2" est I'ensemble des mots de longueur n.
@ La longueur d'un mot w est notée |w]|.

oZ*:UZ”.

n>0

\
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Combinatoire des mots

Définition

Etant donné u € Y et v € 2™ la concaténation de u et v, notée
uv, est le (n+ m)-uplet

— n+m
uv = (U1, U2, ..y Upy Vi, Vo, ..., V) € 2T,
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Combinatoire des mots

Définition
Etant donné u € Y et v € 2™ la concaténation de u et v, notée
uv, est le (n+ m)-uplet

— n+m
uv = (U1, U2, ..y Upy Vi, Vo, ..., V) € 2T,

@ On note wk la concaténation de k copies de w.
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Combinatoire des mots

Définition
Etant donné u € Y et v € 2™ la concaténation de u et v, notée
uv, est le (n+ m)-uplet

— n+m
uv = (U1, U2, ..y Upy Vi, Vo, ..., V) € 2T,

@ On note wk la concaténation de k copies de w.

0

@ Par définition w” = ¢ ou [¢| = 0.
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Combinatoire des mots

Définition
Etant donné u € Y et v € 2™ la concaténation de u et v, notée
uv, est le (n+ m)-uplet

— n+m
uv = (U1, U2, ..y Upy Vi, Vo, ..., V) € 2T,

@ On note wk la concaténation de k copies de w.

0

@ Par définition w” = ¢ ou [¢| = 0.

@ Un mot w est dit primitif si pour tout mot u

w=u" — k=1.
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Combinatoire des mots

Définition

Soit w, x,y,z € * quatre mots tels que w = xyz,
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Combinatoire des mots

Définition

Soit w, x,y,z € * quatre mots tels que w = xyz,

@ x est un préfixe de w,
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Combinatoire des mots

Définition

Soit w, x,y,z € * quatre mots tels que w = xyz,

@ x est un préfixe de w,

@ y est un facteur de w,
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Combinatoire des mots

Définition
Soit w, x,y,z € * quatre mots tels que w = xyz,

@ x est un préfixe de w,
@ y est un facteur de w,

@ z est un suffixe de w,
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Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Introduction
Combinatoire des mots
Géométrie discrete

Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Exemple :
@ Considérons ¥ = {a, b} et le mot w = abba
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Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Exemple :
@ Considérons ¥ = {a, b} et le mot w = a- bba

w = bbaa,
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Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Exemple :
@ Considérons ¥ = {a, b} et le mot w = ab - ba

w = bbaa,

w = baab,
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Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Exemple :
@ Considérons ¥ = {a, b} et le mot w = abb - a

w = bbaa,
w = baab,
w = aabb,
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Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Exemple :

@ Considérons ¥ = {a, b} et le mot w = abba

= bbaa,
baab,
aabb,
abba.

w
w
w
w
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Combinatoire des mots

Définition

Deux mots finis u et v sur I'alphabet ¥ sont dit conjugués s'il
existe x,y € L* tels que u = xy et v = yx.

On note la conjugaison u = v.

Exemple :

@ Considérons ¥ = {a, b} et le mot w = abba

w = bbaa, a a
w = baab,
w = aabb, b b
w = abba
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Géométrie discréte

Chemins 4-connexes

Définition

Un 4-chemin est un ensemble ordonné de points du plan discret
C = [p1,p2,---,pn] U chaque p;, 2 < i < n, est obtenu de son
précédent par une translation de (0, 1), (1,0),(0,—1) ou (—1,0).
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Chemins 4-connexes

Définition

Un 4-chemin est un ensemble ordonné de points du plan discret
C = [p1,p2,---,pn] U chaque p;, 2 < i < n, est obtenu de son
précédent par une translation de (0, 1), (1,0),(0,—1) ou (—1,0).

R
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Géométrie discréte

Définition (Garner, 1958)

Un polyomino P est un sous-ensemble fini du plan discret Z? qui
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Géométrie discréte

Définition (Garner, 1958)

Un polyomino P est un sous-ensemble fini du plan discret Z? qui

@ ne possede pas de trous,
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Géométrie discréte

Définition (Garner, 1958)

Un polyomino P est un sous-ensemble fini du plan discret Z? qui
@ ne possede pas de trous,

@ est 4-connexe, c-a-d pour toute paire de points p,qg € P, il
existe un 4-chemin reliant p a g entierement inclus dans P.
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Géométrie discréte

Codage de Freeman

Définition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dans Z?, on construit le mot w sur I'alphabet
{0,1,0,1} lettre par lettre en parcourant le 4-chemin C et en
notant dans quelle direction est effectué chacun des déplacements
unitaires.
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Codage de Freeman

Définition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dans Z?, on construit le mot w sur I'alphabet
{0,1,0,1} lettre par lettre en parcourant le 4-chemin C et en
notant dans quelle direction est effectué chacun des déplacements
unitaires.

@ Un pas vers la droite (—) est noté 0.
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Définition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dans Z?, on construit le mot w sur I'alphabet
{0,1,0,1} lettre par lettre en parcourant le 4-chemin C et en
notant dans quelle direction est effectué chacun des déplacements
unitaires.

@ Un pas vers la droite (—) est noté 0.

@ Un pas vers la gauche (+) est noté 0.
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Définition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dans Z?, on construit le mot w sur I'alphabet
{0,1,0,1} lettre par lettre en parcourant le 4-chemin C et en
notant dans quelle direction est effectué chacun des déplacements
unitaires.

@ Un pas vers la droite (—) est noté 0.
@ Un pas vers la gauche (+) est noté 0.

@ Un pas vers le haut (1) est noté 1.
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Géométrie discréte

Codage de Freeman

Définition (Freeman, 1961)

Soit C un 4-chemin dans Z?, on construit le mot w sur I'alphabet
{0,1,0,1} lettre par lettre en parcourant le 4-chemin C et en
notant dans quelle direction est effectué chacun des déplacements
unitaires.

@ Un pas vers la droite (—) est noté 0.
@ Un pas vers la gauche (+) est noté 0.

@ Un pas vers le haut (1) est noté 1.

@ Un pas vers le bas () est noté 1.
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Définition

Un mot w € {0,1,0,1}* est dit un mot de contour s'il code le
bord d'un polyomino.

On note b(P) I'ensemble des mots de contour du polyomino P.
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Définition

Un mot w € {0,1,0,1}* est dit un mot de contour s'il code le
bord d'un polyomino.

On note b(P) I'ensemble des mots de contour du polyomino P.
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Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* :
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Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* :

@ Est-ce que w est un mot de contour ?
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Questions

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* :
@ Est-ce que w est un mot de contour?
Si oui,

@ Est-ce que le polyomino codé par w est digitalement convexe ?
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Introduction

Questions
Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* :
@ Est-ce que w est un mot de contour?

Si oui,
@ Est-ce que le polyomino codé par w est digitalement convexe ?

@ Est-ce que le polyomino codé par w pave le plan par
translation ?
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sultats

Chemins auto-évitants
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Chemins auto-évitants

Définition

Un 4-chemin C = [p1, p2, . . ., pn] est auto-évitant si p; # p; pour
tous i # j.
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Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Chemins auto-évitants

Un 4-chemin C = [p1, p2, ..., pn] est auto-évitant si p; # p; pour
tous i # j.

-

Remarque

Un mot w € {0,1,0,1}" est un mot de contour ssi

\
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Structure de données
Algorithme

Chemins auto-évitants

Résultats

Chemins auto-évitants

Un 4-chemin C = [p1, p2, ..., pn] est auto-évitant si p; # p; pour
tous i # j.

Remarque

Un mot w € {0,1,0,1}" est un mot de contour ssi

© Le chemin codé par wyws - - - w,_1 est auto-évitant.
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Structure de données
Algorithme

Chemins auto-évitants

Résultats

Chemins auto-évitants

Un 4-chemin C = [p1, p2, ..., pn] est auto-évitant si p; # p; pour
tous i # j.

Remarque

Un mot w € {0,1,0,1}" est un mot de contour ssi

© Le chemin codé par wyws - - - w,_1 est auto-évitant.

@ Le chemin codé par w termine au point ol il a commencé.
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Chemins auto-évitants

Structure de données

On définit le graphe G = (N, R, V) ou
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Structure de données

On définit le graphe G = (N, R, V) ou
@ N est un ensemble de noeuds associés aux points du plan (par
convention, on appelle (x, y) le noeud représentant le point de
coordonnées (x, y)).
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Chemins auto-évitants

Structure de données

On définit le graphe G = (N, R, V) ou
@ N est un ensemble de noeuds associés aux points du plan (par
convention, on appelle (x, y) le noeud représentant le point de
coordonnées (x, y)).
@ Chaque noeud de N est marqué comme étant soit visité, soit
non-visiteé.
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Structure de données
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Chemins auto-évitants

Structure de données

On définit le graphe G = (N, R, V) ou
@ N est un ensemble de noeuds associés aux points du plan (par
convention, on appelle (x, y) le noeud représentant le point de
coordonnées (x, y)).
@ Chaque noeud de N est marqué comme étant soit visité, soit
non-visiteé.

@ R et V sont deux ensembles distincts d’arétes.
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Chemins auto-évitants

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
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Chemins auto-évitants

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :

@ La racine est le noeud (0,0).
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Chemins auto-évitants

Structure de données
A

orithme
lltats

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
@ La racine est le noeud (0, 0).

@ Chaque noeud (a I'exception de la racine) peut avoir jusqu'a
quatre fils.
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
@ La racine est le noeud (0, 0).
@ Chaque noeud (a I'exception de la racine) peut avoir jusqu'a
quatre fils.

@ Les arétes menant aux enfants d’'un noeud sont étiquetées par
des paires dans I'ensemble {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
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Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
@ La racine est le noeud (0, 0).
@ Chaque noeud (a I'exception de la racine) peut avoir jusqu'a
quatre fils.
@ Les arétes menant aux enfants d’'un noeud sont étiquetées par
des paires dans I'ensemble {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
@ (N, R) possede une structure de radix-tree.
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Structure de données
Algorithme

Chemins auto-évitants

Résultats

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
@ La racine est le noeud (0, 0).
@ Chaque noeud (a I'exception de la racine) peut avoir jusqu'a
quatre fils.
@ Les arétes menant aux enfants d’'un noeud sont étiquetées par
des paires dans I'ensemble {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
@ (N, R) possede une structure de radix-tree.

(0,0)

(€] 1
(1,0)

(5,1) = (101,,001,)
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Structure de données
Algorithme

Chemins auto-évitants

Résultats

Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
@ La racine est le noeud (0, 0).
@ Chaque noeud (a I'exception de la racine) peut avoir jusqu'a
quatre fils.
@ Les arétes menant aux enfants d’'un noeud sont étiquetées par
des paires dans I'ensemble {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
@ (N, R) possede une structure de radix-tree.

(0,0)

(€] 1
(1,0)

(5,1) = (1015, 001,)
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Le sous-graphe (N, R) forme un quadtree tel que :
@ La racine est le noeud (0, 0).
@ Chaque noeud (a I'exception de la racine) peut avoir jusqu'a
quatre fils.
@ Les arétes menant aux enfants d’'un noeud sont étiquetées par
des paires dans I'ensemble {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.
@ (N, R) possede une structure de radix-tree.
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Liens de voisinage

Les arétes de V relient un noeud (x,y) a ses quatre voisins, soit
ses translatés de (1,0),(0,1),(—1,0),(0, —1).
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Résultats

Liens de voisinage

Les arétes de V relient un noeud (x,y) a ses quatre voisins, soit
ses translatés de (1,0),(0,1),(—1,0),(0, —1).
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(5,1) = (1015, 001,)
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Chemins auto-évitants

Liens de voisinage

Les arétes de V relient un noeud (x,y) a ses quatre voisins, soit
ses translatés de (1,0),(0,1),(—1,0),(0, —1).

©,0)
(5,1) = (1015, 001,)
(6,1) = (1105, 001,)
(5,2) = (1015, 010,)
(4,1) = (1005, 001,)
(5,0) = (1012, 000,) -
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Algorithme

Pour effectuer la translation (1,0) a partir de (x,y), dont I'écriture
binaire est (aO 11...1,Bv), il suffit :
k fois
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Algorithme

Pour effectuer la translation (1,0) a partir de (x,y), dont I'écriture
binaire est (aO 11...1,Bv), il suffit :
k fois

(0100..0 )

k4 fois

P
k4 fois

(001L...1 Bv) (a100...0 Bv)

K fois fois
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Algorithme

Pour effectuer la translation (1,0) a partir de (x,y), dont I'écriture
binaire est (aO 11...1,Bv), il suffit :

k fois
© Remonter au pere de (x, y).

(0100..0 )

k4 fois

P
k4 fois

(001L...1 Bv) (a100...0 Bv)

K fois fois
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Algorithme

Pour effectuer la translation (1,0) a partir de (x,y), dont I'écriture
binaire est (aO 11...1,Bv), il suffit :

k fois
© Remonter au pere de (x, y).

@ Suivre son lien de voisinage (1,0).

(0011...1 )

k4 fois

(0100..0 )

k4 fois

(001L...1 Bv) (a100...0 Bv)

K fois fois
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Algorithme

Pour effectuer la translation (1,0) a partir de (x,y), dont I'écriture
binaire est (aO 11...1,Bv), il suffit :

k fois
© Remonter au pere de (x, y).

@ Suivre son lien de voisinage (1,0).
© Descendre a son fils en suivant I'aréte d'étiquette (0, v).

(0011...1 )

k4 fois

(0100..0 )

k4 fois

(001L...1 Bv) (a100...0 Bv)

K fois fois
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Algorithme

Pour effectuer la translation (1,0) a partir de (x,y), dont I'écriture
binaire est (aO 11...1,Bv), il suffit :

k fois
© Remonter au pere de (x, y).

@ Suivre son lien de voisinage (1,0).
© Descendre a son fils en suivant I'aréte d'étiquette (0, v).

(0011...1 )

k4 fois

(0100..0 )

k4 fois

(a011 1 BU) (a100...0 Bv)

K fois fois
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Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Exemple

w=0011010 (0,0

(0,0)e ° °
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Exemple

w=0011010 (0,0)

(0,0)0——¢ °

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Exemple

w=0011010 (0,0

(0,0)0——¢ °

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Exemple

w=0011010 (0,0)

(0,0)0——o——>¢
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Résultats

Exemple

w=0011010

(0,0)0——o——>¢
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Exemple

w=0011010

(0,0)
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Résultats

Exemple

w=0011010

(0,0)
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Résultats
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w=0011010
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Exemple

w=0011010

(0,0)
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Exemple

w=0011010

(0,0)0——o—o
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Exemple

w=0011010 (0,0)

Lo (1,0)

(0,0)0——o—o (1,;) (2.,2) &2,1) (2,0
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Exemple

w=0011010 (0,0

Lo (1,0)

(0,0)0——o—o (1,;) (2.,2) &2,1) (2,0)
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Exemple

w=0011010 (0,0)

(0,0)0——o—o (1,5 (2,2) &2,1) (2,0
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Exemple

w=0011010 (0,0)

(0,0)0——o—o (1,5 (2,2) &2,1) (2,0)
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Exemple

w=0011010 (0,0)

(0,0)0——o—o (1,5 (2,2) (2,1) (2,0
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Résultats principaux

Théoreme

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}", déterminer si le chemin codé
par w est auto-évitant est décidable en O(n).
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Résultats principaux

Théoreme

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}", déterminer si le chemin codé
par w est auto-évitant est décidable en O(n).

Idée de la preuve.

© Montrer que le nombre de noeuds créés est dans O(n).
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Chemins auto-évitants

Résultats principaux

Théoreme

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}", déterminer si le chemin codé
par w est auto-évitant est décidable en O(n).

Idée de la preuve.
© Montrer que le nombre de noeuds créés est dans O(n).

©@ Borner par une constante le nombre de fois qu'un noeud peut
étre consulté lors des appels récursifs.
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Structure de données
Algorithme
Résultats

Chemins auto-évitants

Résultats principaux

Théoreme

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}", déterminer si le chemin codé
par w est auto-évitant est décidable en O(n).

Idée de la preuve.
© Montrer que le nombre de noeuds créés est dans O(n).

©@ Borner par une constante le nombre de fois qu'un noeud peut
étre consulté lors des appels récursifs.

Corollaire

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}", déterminer si w est un mot
de contour est décidable en O(n).
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Lyndon

Convexité discréte 0 Christoffel
e la convexité discre

Convexité discrete
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Définitions
Convexité discréte s Christoffel
Détection de la convexité discrete

Convexité discrete

Définition (Kim)
Un polyomino P est digitalement convexe s'il est égal a la
discrétisation de son enveloppe convexe Euclidienne.
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Convexité discrete

Définition (Kim)
Un polyomino P est digitalement convexe s'il est égal a la
discrétisation de son enveloppe convexe Euclidienne.

Conv(P)NZ? =P
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Définition (Kim)
Un polyomino P est digitalement convexe s'il est égal a la
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Convexité discréte
xité discrete

Convexité discrete

Définition (Kim)
Un polyomino P est digitalement convexe s'il est égal a la
discrétisation de son enveloppe convexe Euclidienne.

Conv(P)NZ? =P
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Convexité discréte

HV-convextité

Définition

Un polyomino P est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.
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Définitions

Convexité discréte s Christoffel
Détection de la convexité discrete

HV-convextité

Définition

Un polyomino P est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.

Définition

Un polyomino P est V-convexe si toutes ses colonnes sont
connexes.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel

Détection de la convexité discrete

HV-convextité

Définition

Un polyomino P est H-convexe si toutes ses lignes sont connexes.

Définition

Un polyomino P est V-convexe si toutes ses colonnes sont
connexes.

Définition

Un polyomino P est HV-convexe s'il est H-convexe et V-convexe.
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Convexité discréte
Détection de la convexité discrete

Question

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* codant le bord du polyomino
HV-convexe P.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Question

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* codant le bord du polyomino
HV-convexe P.

Est-ce que P est digitalement convexe ?
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Ordre lexicographique

Définition
Etant donné < un ordre total sur les lettres de 2, on étend cette
relation d'ordre 3 2* par

w<w'si (i) wewrrT,
(i) w = vav et w' = ubv’
aveca,be ¥,u,v,v/ €X*eta<b.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Ordre lexicographique

Définition

Etant donné < un ordre total sur les lettres de 2, on étend cette
relation d'ordre 3 2* par

w<w'si (i) wewrrT,
(i) w = vav et w' = ubv’
aveca,be ¥,u,v,v/ €X*eta<b.

Par exemple, si

w = 0001110001 et w’ = 0011110000110,
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Ordre lexicographique

Définition

Etant donné < un ordre total sur les lettres de 2, on étend cette
relation d'ordre 3 2* par

w<w'si (i) wewrrT,
(i) w = vav et w' = ubv’
aveca,be ¥,u,v,v/ €X*eta<b.

Par exemple, si
w = 0001110001 et w’ = 0011110000110,

alors w < w’ (avec I'ordre 0 < 1).
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Définitions

Convexité discréte
ité discrete

Mots de Lyndon

Définition

Un mot w est un mot de Lyndon si pour tout u,v € ¥ on a

w=uv — w < vu.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Mots de Lyndon

Définition

Un mot w est un mot de Lyndon si pour tout u,v € ¥ on a

w=uv — w < vu.

Par exemple, parmi les mots suivants

w; = 00100101, wo = 0010 et wz = 0000,
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Définitions

Convexité discréte
xité discrete

Mots de Lyndon

Définition

Un mot w est un mot de Lyndon si pour tout u,v € ¥ on a

w=uv — w < vu.

Par exemple, parmi les mots suivants
wy = 00100101, wp, = 0010 et ws = 0000,

seul wy est un mot de Lyndon.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Mots de Lyndon

Théoreme 1958)
Tout mot w sur un alphabet ordonné ¥ admet une unique
factorisation

— My Nk
w=I["2.

ot ny,ny,....,ng>1eth >hb>---> I sont des mots de
Lyndon.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Mots de Lyndon

Théoréme (Lyndon, 1958)

Tout mot w sur un alphabet ordonné ¥ admet une unique
factorisation

— My Nk
w=I["2.

ot ny,ny,....,ng>1eth >hb>---> I sont des mots de
Lyndon.

Théoreme (Fredricksen et Miorana 1978, Duval 1980)

La factorisation de Lyndon d'un mot w de longueur n se calcul en
O(n).
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel

Détection de la convexité discrete
Mots de Christoffel

Définition (Christoffel 18

Etant donné k,n € N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christoffel primitif Cp, x = wiwows ... w, est définit par :

Wi — 0 si ri—1 < r,
! 1 si ri—1 > i,

ou r; est le reste de la division de (ik) par n.
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel

Détection de la convexité discrete
Mots de Christoffel

Définition (Christoffel 1875)

Etant donné k,n € N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christoffel primitif Cp, x = wiwows ... w, est définit par :

Wi — 0 si ri—1 < r,
! 1 si ri—1 > i,

ou r; est le reste de la division de (ik) par n.
Par exemple, sin=8et k=5

al

(k) mod n |

0
0

N[N
~| w
IS
—e
o o
w|~
o|

1
5
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel

Détection de la convexité discrete
Mots de Christoffel

Définition (Christoffel 1875)

Etant donné k,n € N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christoffel primitif Cp, x = wiwows ... w, est définit par :

Wi — 0 si ri—1 < r,
! 1 si ri—1 > i,

ou r; est le reste de la division de (ik) par n.
Par exemple, sin=8et k=5

al

(ik) mod n

w; =

01
0 5
0

= NN
O N W
= NS
= =lo
[e2Ne) ] Re)]
= W~
= O 0o
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Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel

Détection de la convexité discrete
Mots de Christoffel

Définition (Christoffel 1875)

Etant donné k,n € N, k < n, deux entiers relativement premiers, le
mot de Christoffel primitif Cp, x = wiwows ... w, est définit par :

Wi — 0 si ri—1 < r,
! 1 si ri—1 > i,

ou r; est le reste de la division de (ik) par n.

Par exemple, sin=8et k=5

il001 23456738
(k) modn|0 5 2 7 4 1 6 3 0
wi=| 01011011

Ainsi, Cg5 =01011011.



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o
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Interprétation géométrique
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Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Définitions
Mots de Lyndon
Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete

Interprétation géométrique

Définition (Borel et Laubie, 1993)

Ci2,5 = 001010010101.

o

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Convexité discréte Mots de Christoffel
Détection de la convexité discrete
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Théoreme
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w = I*[?--- |,* est composée uniquement de mots de Christoffel.
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Un mot w est NO-convexe ssi sa factorisation de Lyndon
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Factorisation
Détection
Pavages Double

Pavages

Etant donné un polyomino P et un vecteur & € Z?, on note P
la translation de P par .
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Définitions

Factorisation de Beauquier-Nivat

Détection des polyominos exacts
Pavages Double pseudo-carrés

Pavages

Notation

Etant donné un polyomino P et un vecteur & € Z?, on note P+
la translation de P par .

Définition

| A\

Un pavage du plan discret Z? par un polyomino P est un ensemble
de vecteurs 7 C Z? tel que
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Notation

Etant donné un polyomino P et un vecteur & € Z?, on note P+
la translation de P par .

Définition

| A\

Un pavage du plan discret Z? par un polyomino P est un ensemble
de vecteurs 7 C Z? tel que
°oZ?= | | Py
TeT
@ Pour toute paire disctincte o, v € T, Py N Py = (.
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Factorisation
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Pavages Double

Pavages

Définition

Un polyomino P est dit exact s'il existe un pavage du plan par P.
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Pavages Double pseudc

Pavages

Définition

Un polyomino P est dit exact s'il existe un pavage du plan par P.

Etant donné un mot w € {0,1,0,1}* codant le bord du polyomino
P, est-ce que P est exact?
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BN-Factorisation

Définition

Soit ~ I'antimorphisme involutif définit par ~ = ~o
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Théoreme (Beauquier et Nivat, 1991)

Un polyomino P est exact si et seulement s'il existe trois mots
X,Y,Ze{0,1,0,1}* tels que

~

XY ZXYZeb(P).
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Détection des minos exacts
Pavages Double

BN-Factorisation

Pseudo-hexagone Pseudo-carré
w=XYZXYZ. w = XYXY.
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Factorisation de Beauquier-Nivat

Détection des polyominos exacts
Pavages Double pseudo-carrés

Facteurs admissibles

Définition

Soit w un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-vide A
de w est dit admissible s'il existe deux mots de méme longueur x
et y tels que
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Soit w un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-vide A
de w est dit admissible s'il existe deux mots de méme longueur x
et y tels que

(i) w= AxAy.

(ii) A est maximal au sens que f(x) # I(x) et f(y) # I(y).
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Factorisation de Beauquier-Nivat

Détection des polyominos exacts
Pavages Double pseudo-carrés

Facteurs admissibles

Définition
Soit w un mot de contour d'un polyomino. Un facteur non-vide A
de w est dit admissible s'il existe deux mots de méme longueur x
et y tels que

(i) w= AxAy.

(ii) A est maximal au sens que f(x) # I(x) et f(y) # I(y).

Soit w un mot de contour d'un polyomino exact et R
w = XYZXY Z un BN-factorisation de w. Alors, X, X, Y,Y et (si
Z #¢), Z et Z sont tous des facteurs admissibles.
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Arbres des suffixes

Exemple : soit w=00100101
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Factorisation de Beauquier-Nivat
Détection des polyominos exacts
Pavages Double pseudo-carrés

Arbres des suffixes

Exemple : soit w =00100101$%

Théoreme (Weiner, 1973)

Etant donné un mot w de longueur n, le temps requis pour
construire |'arbre des suffixes de w est dans O(n).
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e Beauquier-Nivat
minos exacts
Pavages Double pseudo-carrés

Arbres des suffixes

Théoreme (Harel et Tarjan, 1984)

Etant donné deux feuilles d’un arbre des suffixes, la recherche du
plus bas ancétre commun s’effectue en un temps constant, aprés un
prétraitement linéaire en fonction du nombre de noeuds de I'arbre.
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Théoreme (Harel et Tarjan, 1984)

Etant donné deux feuilles d’un arbre des suffixes, la recherche du
plus bas ancétre commun s’effectue en un temps constant, aprés un
prétraitement linéaire en fonction du nombre de noeuds de I'arbre.
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Arbres des suffixes

Proposition

Etant donné une position i dans un mot u et une position j dans
un mot v, la plus longue extension commune a partir de ces
positions se calcule en temps constant aprés un prétraitement en
O(lul + [v]).
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Lister les facteurs admissibles

Etant donné une position p dans un mot de contour w, tous les
facteurs admissibles qui incluent cette position peuvent étre listés
en temps linéaire en fonction de la longueur de w.
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Si WEAx,ayanrs vAVE)A/A?,a.

w= [ [T TTI LT
p

w= [ [T TTTILTT]
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Détection des pseudo-carrés

Théoreme

Soit P un polyomino codé par w € {0,1,0,1}*. Déterminer si w
admet une factorisation de type pseudo-carré (w = XY XY ) se
calcule en temps linéaire en fonction de la taille de w.
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Si x = alors w=XYXY.
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Si x = alors w=XYXY.
Puisque w = Ax Ay alors w = yAX A.
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Détection des pseudo-hexagones

Définition

Un mot w est dit sans-k-carrés, pour k > 2 si pour tout facteur u
de w on a que
u=xx = |u| <k.
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Détection des pseudo-hexagones

Définition

Un mot w est dit sans-k-carrés, pour k > 2 si pour tout facteur u
de w on a que
u=xx = |u| <k.

Théoreme

Soit P un polyomino codé par w € {0,1,0,1}* un mot
sans-k-carrés avec k € O(\/|w|). Déterminer si w admet une
BN-factorisation est décidable en temps linéaire.
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Théoreme

Soit P un polyomino codé par w € {0,1,0,1}*. Déterminer si w
admet une BN-factorisation est décidable en temps O (n(log n)3).
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Pavages Double pseudo-carrés

Doubles pseudo-carrés

Remarque

Soit w un mot de contour de longueur n. Le mot w peut admettre
jusqu’a (n — 2)/2 BN-factorisations différentes.
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Définition

Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation

w = XYZXYZ. Une deuxieme BN-factorisation w = ABCABC
est dit équivalente si [i(,/Y,AZ,)?, ?, 2] est une permutation
circulaire de [A, B, C, A, B, C].

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



S
ion de Beauquier-Nivat
Détection des polyominos exacts
Pavages Double pseudo-carrés

Doubles pseudo-carrés

Définition

Soit w un mot de contour avec la BN-factorisation

w = XYZXYZ. Une deuxieme BN-factorisation w = ABCABC
est dit équivalente si [i(,/Y,AZ,)?, /\;, 2] est une permutation
circulaire de [A, B, C, A, B, C].

Définition

Un double pseudo-carré est une polyomino dont le mot de contour
admet au moins deux factorisations XY XY et ABAB
non-équivalentes.

N
| A\

A\
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Doubles pseudo-carrés

Soit w le mot de contour d’un double pseudo-carré et A, B, X, Y
quatre mots tels que w = X YXY = ABAB forment deux
factorisations non-équivalentes. Soit Px I'ensemble des positions
de w recouvertes par le facteur X et P celles recouvertes par le
facteur A, alors Px ¢ Pa.
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Soit w le mot de contour d’un double pseudo-carré et A, B, X, Y
quatre mots tels que w = X YXY = ABAB forment deux
factorisations non-équivalentes. Soit Px I'ensemble des positions
de w recouvertes par le facteur X et P celles recouvertes par le
facteur A, alors Px ¢ Pa.
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Soit w le mot de contour d’un double pseudo-carré et A, B, X, Y
quatre mots tels que w = X YXY = ABAB forment deux
factorisations non-équivalentes. Soit Px I'ensemble des positions
de w recouvertes par le facteur X et P celles recouvertes par le
facteur A, alors Px ¢ Pa.
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Doubles pseudo-carrés
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Pavages

Doubles pseudo-carrés
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Pavages
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Pavages Double pseudo-carrés

udo-carrés
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Pavages ouble pseudo-carrés

Doubles pseudo-carrés

Il n’existe aucun triple pseudo-carrés.
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Doubles pseudo-carrés

Définition
Soit P_un polyomino et C un pseudo-carré codé par le mot de contour

XYXY. Le produit de P par C, noté P o C, est le polyomino dont le mot
de contour est o(w) ol w est le mot de contour de P et o est le

morphisme défini par

o(0)=X, o(1) =Y, o(0) =X, o(1) =Y.
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Définition
Soit P_un polyomino et C un pseudo-carré codé par le mot de contour

XYXY. Le produit de P par C, noté P o C, est le polyomino dont le mot
de contour est o(w) ol w est le mot de contour de P et o est le

morphisme défini par

o(0)=X, o(1) =Y, o(0) =X, o(1) =Y.

ol
o oglen
I

Xavier Provengal Combinatoire des mots, géométrie discréte et pavages



Factorisation eauquie
Détection des polyominos
Pavages Double pseudo-carrés

Doubles pseudo-carrés

Définition

Un polyomino est Q est dit premier si pour toute paire de
polyominos P, C telle que Q = P o C on a alors que Q = P ou
Q=C
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Pavages Double pseudo-carrés

Doubles pseudo-carrés

Définition

Un polyomino est Q est dit premier si pour toute paire de
polyominos P, C telle que Q = P o C on a alors que Q = P ou
Q=C
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fﬁq}oﬁj
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Pavages Double pseudo-carrés

Doubles pseudo-carrés

Soit w = XYXY le mot de contour d'un double pseudo-carré P.
Si P est primitif alors X et Y sont des palindromes de longueurs
impaires.
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